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INTRODUCTION 


P« la notion de la sommabilité des séries divergentes, la con- 
vergence ordinaire se trouve largement étendue. Sous un cer- 
tain point de vue, c’est les théorémes inverses des procédés de som- 
mabilité qui montrent justement dans quelle mesure est faite cette 
extension par un procédé particulier. Car, dans le sens le plus 
strict, les théorémes inverses donnent les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les termes d’une série pour qu’on puisse conclure 
sa convergence, sachant qu’elle est sommable par ce procédé. 
C’est par la nature de cette condition supplémentaire — condition 
de convergence — que se trouve caractérisée cette extension ou, 
si l’on veut, la capacité sommatrice du procédé. 

Dans un sens plus large, on désigne par théorémes directs, 
(théorémes de nature abelienne) tout théoreme donnant les pro- 
priétés limites d’un procédé lorsqu’on sait les propriétés limites 
correspondantes des termes de la série. Les théorémes inverses 
(théorémes de nature tauberienne) sont alors ceux qui donnent 
les conditions pour que l’inverse ait lieu. De ce point de vue gé- 
néral, on peut en principe distinguer deux groupes de théorémes 
inverses. Citons en exemple type de ces groupes, les deux théo- 
remes de Hardy et Littlewood : 


1. — La série Xun étant sommable-A : 


eo 
Yi wr’ — 8, a St 


J — he | 
n 


- 
il en résultera sa convergence >) u,—> s (n > ow), lorsque la 


oes v=1 
condition de convergence 


i | 
7 1 a} n—> OO; 
est satisfaite. 
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Il. — Les termes de la suite an étant positifs, de la relation 


Sar ~wAt—n, k>0, r+, 
V=e—4 


il résulte 


n A ; 
» a,o~ Tk + 1) n", n—>@m. 
vai 
Nous nous bornerons ici exclusivement 4 étude des théorémes 
inverses du premier groupe, et en distinguerons deux types sui- 
vant la forme de leur condition de convergence. Nous dirons ainsi 


des conditions 
1 
Un = (=), 700 


n 


> vu, = 0(n), n—>o, 


v=4 


n' 


x 4 > 9, pour n<=n'<m, N+, 


Von 


ou bien de leurs variations du méme genre, qu’elles sont du type-o, 
pour les distinguer des conditions de convergence du type-O, qui 
sont p. ex. du genre 


un = 0(;), n—->o, 
n 


ou bien 


n’ 


mv, Mex, | Sa f<we-0, tnt 
Les théorémes inverses relatifs aux conditions de convergence 

du type-o présentent un caractére élémentaire et, en général, tout 

procédé de sommabilité est susceptible d’une telle inversion. 

1] n’en est pas de méme des théorémes inverses relatifs aux con- 
ditions de convergence du type-O. Ces théorémes sont bien plus 
difficiles 4 établir, et cette difficulté provient en grande partie du 
fait que tout procédé de sommabilité susceptible d’une inver- 
sion relative & une condition de convergence du type-o ne l’est 
plus, en général, lorsqu’on y passe a la condition de convergence 
correspondante du type-O. Nous verrons que cela dépend d’un 
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probléme d’unicité relatif a une équation intégrale singuliére. A 
tous ces procédés de sommabilité il correspond, en effet, une équa- 
tion de la forme 


ih N(at)f(t)dt = [, N(at)dt, ef, 
: 0 


de maniére que le procédé est susceptible ou non d’une telle in- 
version, suivant que cette équation possede ou ne posséde pas 
f(t) =s comme unique solution borrée. La méthode qui nous 
permet d’obtenir ce théoréme inverse dans toute sa généralité 
consiste en principe en ceci : On choisit convenablement une fonc- 
tion A(x) qui, d’une part, détermine la forme de la condition de 
convergence, et, d’autre part, par la substitution ¢ = A(uw), 
effectuée dans le procédé de sommabilité, raméne ce procédé gé- 
néral a la classe des procédés, nommés par R. Schmidt [a], « ge- 
strahlte Mittelbildungen ». Ces derniers procédés, écrits sous la 


oe 
forme » Pnvsy (W > ©), sont caractérisés par le fait que 
v=0 
vent 


Him SY Pry = (0, 
v=0 


ru=e 


existe pour tout t > 0. Un simple artifice exposé dans ma Note 
[q]) permet alors de réunir les théories de R. Schmidt [a, 6] et 
N. Wiener [a, b, c, d] puisque l’équation intégrale citée aura la 
propriété mentionnée lorsque 


i N(t)t“dt = 0 pour tout w réel. 
0 


Des apercus plus ou moins complets des théorémes de ce groupe 
se trouvent, par exemple chez L. Bieberbach [a, p. 475-490], 
J. Karamata [k], K. Knopp [c, p. 48-53 ; g, p. 473-536], O. Szasz 
[c, e] et N. Wiener [c]. 

Les théorémes inverses du second groupe présentent un carac- 
tere semblable. Ils peuvent d’ailleurs étre ramenés dans la plu- 
part des cas aux théorémes inverses proprement dits, en les 
rapportant aux conditions de convergence considérées au § 19. 


I. — LES THEOREMES INVERSES RELATIFS 
AUX CONDITIONS DE CONVERGENCE DU TYPE-o 


i. — En partant de Videntité 


n 
nt gl Sel 2S ee 


n n 
ou l’on a posé 


n = 4, 2, 3,-->, 


2 

| 
M = 
= 


v= 1 
on voit immédiatement qu’une série Lun sommable par la pre- 
miére moyenne arithmétique de Cesaro — sommable -(C, 1) —, 
convergera vers sa somme généralisée toutes les fois que 


i 
4 


vu, —> 0 avec : . (1) 


Vath 


I 


Cette simple remarque donne une inversion du procédé de 
sommabilité (C, 1) avec la condition de convergence (1) du type-o. 

A. Tauber [a] avait montré qu’il en est de méme de la somma- 
bilité d’Abel : 

Toute série Xun sommable-A: 
(A) fr) = > 


v 


Vv 
usr’ —> s, res 
1 


? 


sera convergente, lorsque la condition de convergence (1) est Satisfaite 


Ce théoréme de Tauber contient l’inversion de la sommabilité de 
Cesaro d’ordre quelconque — sommabilité-(C, k) — pour tout k >1.Car 
toute série sommable-(C, k) est sommable-A (voir par exemple 
K. Knopp [a, p. 12-19}), par suite si elle satisfait a la condition de con- 
vergence (1) elle sera convergente. Des démonstrations directes de ce 
théoreme, sans passer par le théoréme (C, k) — A et celui de Tauber ont 


DES PROCEDES DE SOMMABILITE 7 


été données par K. Knopp [8, p. 239-241], Hardy et Littlewood [A, p. 75- 
_ 76} et K. K. Chen [a]. — Quant au théoréme de Tauber voir de méme 
A. Pringsheim [a]. 


’ Sy 
2. — D’une maniére semblable se comportent les inversions des 
procédés de sommabilité 


RO, I Aa v \* 

( ) Ry(#) = — ~| U,,y (w +o), (2) 

et 

D() Dio) = Se“, = (o + 0), (3) 
v=1 

ou 


OSA SS Sh Sm, Pi > 0 » 


Ainsi lidentité 


r 
N v 1 Re | 
ya (1 ay an ca ey by w i Ay, 


hy <6 y<e AV<w 


montre qu’une série sommable -R(dn, 1) est convergente lors- 
qu'elle satisfait 4 la condition de convergence du type-o 


1 
~ > My > 0, wre, (4) 
<e 


qui est d’ailleurs équivalente a 


n 
= yy ru, — 9, => D's (5) 
v=1 

Il en est de méme des procédés de sommabilité R (/n, k) et 
D(An), car toute série sommable-R(dn, k), k => 0, est sommable, 
D(n) et d’autre part (W. Schnee [a, p. 100, Th. III]) toute série 
sommable-D(in) qui satisfait a la condition de convergence (5) est 
conver gente. 

Les démonstrations directes de l’inversion du procédé R(An, *) 
ont été données en particulier par W. Rogosinski [a, p. 148] et 
H. Higaki [a, p. 71, Th. I1.]. 

Ces résultats se démontrent le plus facilement en écrivant les 
expressions correspondantes sous forme d’intégrales. s(t) étant une 
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fonction A variation bornée dans tout intervalle fini (¢ > 0), les 


expressions 


aC, (2) = iP (1—£)a { s(Z) t, (6) 


si @=[ ed § s(t) {, (7) 
(a) = = an td § s(t 


se réduisent respectivement aux expressions (2), (3) et (4) en po- 
sant 
\ 9 pour Vata 


s(t) = ish pour ne — i < Nusa. nrn= i; 2, Sas 


De la sorte, les théorémes mentionnés se généralisent comme 


suit : 
La relation 
x" Cy(x) —> 8, L—> oO, 
implique 
J(c) —>'s, co —> 0, 


et de cette derniére relation il résulte que s(t) > s, lorsque 
6(x) > 0, I>. 


Remarquons que la premiére affirmation est une conséquence 
immédiate de Pidentité 


{, ebm=aeiaf alam) eo, 


valable sous ’hypothése que la premiére de ces intégrales converge. 





expression (6), avec x = 1/s, et l’expression (7) sont 
des cas particuliers d’une intégrale de la forme 


(0) =f olen {s(¢ f (8) 


Cette derniere intégrale se réduit, en effet, a (6) lorsque 


eee Te pour a oO eerste 
te (GD pour 14<4, 
et a (7) lorsque 
e(t) = et, 
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Or, dans l’expression (8) nous avons un procédé de sommabi- 
hté — la sommabilité ® — dont la forme correspondante aux 
séries 


(o) = ¥ o(s)u,, 


s’obtient en posant 


\ 0 pourr 0<t<1, 


7 
s(t Ys, pour n<t<n-+l, ae ae Pos 


I] est connu (voir p. ex. O. Perron [a]), que toute série Lun, 
ou bien toute fonction s(t) convergente est sommable-® vers la 
méme limite, lorsque p. ex. la fonction o(t) est positive, continue, 
non décroissante et 9(0) = 1. 

C’est le théoréme direct du procédé de sommabilité-®. Quant 
au théoréme inverse, il est analogue 4 ceux des articles précédents 
et s’énonce comme suit : 

Lorsque la fonction 9(t) satisfait aux conditions mentionnées et 
lorsqu’en outre les deux intégrales 


1 — 9¢(t) * @(t) 
I. ae ae dt él A — Ut, (9) 


convergent, la fonction s(t), sommable-® : 


nfo) =f eletyd} st) Js, 20, (10) 
sera convergente si elle satisfait a la condition de convergence 
4 Lt 
ae) = 2 td} s(t) {—>0, L—> oO. (11) 
0 


Le procédé # contient en outre bien d’autres procédés de sommabilité 
particuliers ; nous pourrons citer a titre d’exemple le procédé 


> (Ts) >), 


\ 
| 


ainsi que celui relatif a la série de Lambert 





9) int 
(4 — 2) Py, = Ly, (x — 4). 
Serq heat 
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Le premier de ces deux procédés s’obtient de (10) en posant 


1 
p= +94 ec c=; 


sous forme d’intégrale il a été étudié par Hardy et Littlewood [7, p. 34, 
Lemme 7] et O. Szasz [f, p. 328, Lemme 4]. Quant au second procédé il 


s’obtient de (10) en posant 


t 
Ae) et etc c=—log?z; 





Yinversion que nous venons d’en donner se trouve en particulier chez 
A. Kienast [c]. 

D’ailleurs, Kienast a établi dans cette méme note [c, p. 74, Th. III] 
un théoréme inverse général, en montrant que la condition (11), c’est- 
a-dire 


wy—>0, n—>o, 
1 


oo 
i} Ax 


v 


est la condition de convergence de tout procédé de la forme 


> fla,  (e—->4), 


v= 41 


lorsque les fonctions /f,(x) satisfont aux conditions 
x |AO—faim|=0), 21, 


ait 


|1—falz)| <n(t'—2) pour 0<rK<1, 


— 1 1 
»3 ,IR(1—3) | = 0M), i>" OO), 
v=n+1 
Remarquons encore que la premiére des conditions (9) du théoréme 


cité plus haut, n’est pas essentielle comme je l’ai montré dans la note 
[/, p. 160). 


4. — A part le procédé étudié par A. Kienast, tous les procédés 
de sommabilité envisagés jusqu’a présent appartenaient A un 
méme type. Leur noyau (cv) est une fonction du produit des 
deux variables, ou du moins peut se réduire A un tel par des 
substitutions convenables. 


Un caractére différent présente p. ex. la sommabilité B de Borel 
définie par 


(B) Biz) Sec ani peer 
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Hardy et Littlewood ont montré [a, Th. 1] que toute suite s, 
sommable-B est convergente lorsque la condition de conver- 
gence 


Sn ~ Say = a = 0 F nu>O, (12) 


va} 
est satisfaite. Ce procédé est pourtant susceptible d’une inversion 
de tout point semblable a celles que nous venons de donner, c’est- 
a-dire relatives & une condition de convergence de la forme (5), 
avec la suite particuliére 
An = evn 
La condition ainsi obtenue contient (12) comme cas particulier et 
le théoréme inverse correspondant s’énoncerait : 
Toute série Xun sommable -B : 


—>S, %£>O, 


est convergente lorsque 


n 
_ * 1 
oe ev" > Vn, +0 avec = 


1) 


5. — De ces cas particuliers il ressort un principe applicable aux 
procédés de sommabilité de forme générale. Soit, en effet, 


(®) D(a SNS: oy(a (x > ), 


v0) 


un tel procédé. Il lui correspond alors une suite indéfiniment 
croissante de nombres Ay de maniére que 


1 
ee eo iica ee avec ae 
v= 0 
représente la condition de convergence. En d’autres termes, a tout 
noyau 9, (x) on peut rattacher une suite Ay telle que les relations 


o 


P(x) = eo o(x)u, > S, L—>O, 


yv=0 

n 

10 
Poorpagy a, > 0, noo, 


entrainent la convergence de la série Xun vers la somme s. 
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Il est évident que le noyau g(x) doit en outre satisfaire a cer- 
taines conditions auxiliaires. Ainsi, il est dela nature du probléme 
que le procédé soit régulier, c.-a-d. que toute série convergente 
soit sommable-® vers la méme limite. Pour que cela ait lieu 
(voir O. Toeplitz [a], I. Schur [a], O. Perron [a], G. Lorentz [a] 
ou K. Chen [a]), il faut et il suffit que 


(2) > 1 pour tout v= 0,4, 2,---, I>, 


et que 


y, | o(2) — g4(z) | = O11), tro. 
v=0 
Ce sont les conditions que doit satisfaire le noyau g(x) . pour 
que le probléme direct ait lieu. Le probléme inverse exige en outre 
certaines conditions supplémentaires qui résulteront des considé- 
rations suivantes. 
Exprimons d’abord le procédé ® sous la forme intégrale 


va) = [ola a {519}, (13) 
qui est plus facile 4 manier. Alors, le théoréme direct aura lieu 
lorsque 

w(x, t) + 1 pour tout ae A | tO, 
et 


i | dg(x, t) | = O(4), L—> & 


Cette derniére condition est en particulier remplie lorsque 9(z, t) 
ne croit pas par rapport a t, @ partir @un x. 

Ces hypothéses faites pour obtenir le théoréme inverse il s’agit 
de trouver une fonction continue, indéfiniment croissante A(z), 
telle que la condition de convergence relative a la sommabilité 
P soit 


4 +) 
(x) = X@) I A(t)d } s(t) } = o(1), 2+. (14) 


A cet effet résolvons (14) par rapport a s(t) : 





d} A(c) § 
( 


s(x) = 8(x) + ih a(t) rs =42)+ e()d $1), ot A(t) = log A(t), 


DES PROCEDES DE SOMMABILITE 13 


et substituons cette valeur de s(é) dans (13) : 


we) =f) ste na fant +f ec, oro fr. 


Le procédé ® étant supposé régulier 


if 9(x, t)d } a(t) —>.0) avec ms 


puisque 0(x) > 0. Par suite, en choisissant convenablement Y, 
on aura 


(x) — s(y) ah P(x, 1)8(t)d } X(t) | — [Powe } M(t) { + (4) 


=|) 9(x, y, ta(t)d { At) $+ o(1), 2,y +o, 
ou 
_(9,)—1 pour 0<t<y 
WD) 0 te, 0 pour y<t. 


Done, pour que (x) et s(y) convergent en méme temps, lorsque 
x et y tendent vers l’infini, il suffit que 


J, ee word fo} +0, %, y —> ©. 


Mais, en tenant compte des hypotheses faites sur 9(z, t) et de la 
condition de convergence (14), l’on voit que cette derniére rela- 
tion aura lieu (voir p. ex. I. Schur [a]) lorsque 


e’est-a-dire lorsque 
y 
[rita nlapro} =o 
et 


f lolx, t) | d $x} =O), tym. 


y 


Dans le cas particulier ot o(2, t) est monotone le théoréme in- 
verse général ainsi obtenu peut s’énoncer comme suit : 
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TutorimMe A. — Soit 9(a, t) une fonction positive et continue 
pour x > Oett > 0, qui satisfait aux conditions : 
g(x, 0) = 1, 9(z, t) > 1 pour tout t>0, r> ow, 
(x, t) ne croit pas par rapport a t a partir @un x. 
Soit A(x) une fonction monotone, continue, indéfiniment croissante, 
telle qu’en posant (x) = log A(x), on ait pour un y convenablement 


choist 


Yy 
A(y) —f, g(a, t)d } X(t) } = O(4), 
2 i | (15) 
| oa, dd {r(t)} = Ol), 2, yo \ 
vy } 


Alors toute fonction s(t) sommable -® : 


P(x) =\/ 9(x, t)d } s(t) } —> S$, I> oO, 


sera convergente lorsque la condition de convergence (14) est satisfaite. 

Nous voyons ainsi que (14) sera une condition de convergence du 
procédé de sommabilité ®, pourvu que la fonction (x) = log A (a) 
satisfasse aux conditions (15). Or, par ces conditions la fone- 
tion A (z)n’est pas univoquement déterminée (Voir p. ex. A. 
Kienast [a, p. 139, Th. 15]). Il s’agit alors de trouver parmi ces 
fonctions celle qui croit le plus vite possible. Car, c’est dans ce cas 
que la condition de convergence (14) restreint le moins la fonction 
s(t) et agrandit,’par suite, le champ d’application du théoréme A. 


Donnons 4 titre d’exemple, quelques-unes des fonctions A(x), corres- 
pondantes a divers procédés particuliers de sommabilité. 
Aux procédés : 
oo 
D(log n) : NY ae (Oui) 
v 
eo 


=f 
= 1 Poy ies 3 


i) u(t)t— “dt, (s > 0), (voir G. Doetsch [a, p. 79, Lemme 2.]) 


il correspond la fonction A (x) = log x ; aux procédés de Cesaro d’ordre 
quelconque, a celui d’Abel, de Le Roy 


won haat 
LR: MY Uy T(t + 1), (t + 1) 
yv=0 
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et 4 celui de De la Vallée-Poussin 


‘ (n 1)? 
VP : ws “vin —v) lin + yl? (7 > © ) 
v=1 


e’est toujours la méme fonction A(x) = x qui leur correspond ; au pro- 
cédé défini par 


a V2 
; di: Pam) Eth 





se rapporte la fonction 
Aa) = eV; | 
au procédé d’Euler (voir K. Knopp [e, 132-138}) 
nm 
E: A Fever ye 5G): (7 —> co) 
v=0 
se 


et 4 celui défini par les fonctions E (>, x) at, 


“i et Tay + 1)’ 
de Mittag-Leffler (voir G. Valiron [a, p. 6 et 10, § 8]) 
1 . a 
E (2, 2) PET (av + 1)’ EP arg 
a 
il correspond la fonction 
A(n) = eV*; 


enfin, au procédé 


zx 
ef ed ; s(t) t (x —> o) 
0 


il correspond la fonction 
A(x) == e*. 


Des fonctions A(x) (données sous la forme de suites An) correspondantes 
a d’autres procédés particuliers de sommabilité se trouvent encore chez 
A. Kienast [a, 6, c}. 


6. — La forme générale de la condition de convergence des théo- 
rémes que nous venons de considérer avait l’une des deux formes, 
(5) et (14) ot A (z) est une fonction continue, monotone interpo- 
lant la suite An. 

Or, la condition (5) est précisément celle qu’avait considérée 
L. Kronecker [a], en montrant qu'elle est satisfaisante toutes les 
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fois que la série Xun converge, quelle que soit la suite monotone 
dn tendant vers l’infini avec n. Il en résulte que cette condition 
de convergence représente en méme temps une condition nécessaire 
et suffisante pour qu’une série sommable par l’un quelconque de ces 
procédés soit convergente. 

D’un autre cété, K. Knopp [f] avait démontré un théoréme en 
quelque sorte inverse a4 celui de Kronecker, a savoir : 

Pour que la série Xun soit convergente, il suffit que la condition 
(5) sovt satisfatte pour toute suite monotone et divergente )n. 

Cela nous donne un autre aspect des théorémes inverses rela- 
tifs 4 la condition de convergence de forme (5). Lorsqu’une série 
Xun n’est assujetie 4 aucune condition, pour qu’elle soit conver- 
gente il faut que la condition de Kronecker (5) soit satisfaite 
pour toute suite An. Mais lorsque cette série est sommable par un 
certain procédé donné, pour qu’elle soit convergente, il suffit déja 
que la condition de Kronecker soit satisfaite pour une suite 
aéterminée An. Cette suite dépend évidemment du procédé parti- 
culier considéré ; plus le procédé est restreint, plus la suite croit 
vite et par la rpabcantt moins la série Lun. 

Ces faits ressortiront encore mieux, en transformant la condition 
de Kronecker en une condition équivalente qui se rapporte seule- 
ment & un groupe plus ou moins long de termes de la série Lun. 
M. Riesz [a, p. 357, § 3] (voir de méme mes Notes [n et o]) a montré, 
en effet, que la condition (5) relative a une suite déterminée )n est 
équivalente a la suivante : 


eel 
By) Root Cesree (16) 


Y= 


pour tout n’ tel que 
Sn! Sey, 
A étant un nombre fixe ~ 4. L’intervalle (n,N) de variation des 
n' de cette condition est done déterminé par 
N = N(a-,) — 4, ou bien par N= V$A(n)}, 

ou N (x) désigne le nombre des éléments 2n inférieurs ou égaux a 
x, et V (x) la fonction inverse de A (7: 

En comparant alors la condition (16) a celle de Cauchy, le fait 


mentionné tout a Vheure peut encore s’exprimer de la maniére 
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suivante. Pour qu’une série Lun, qui n’est assujetie A aucune con- 
dition, soit convergente il faut que la condition (16) soit satis- 
faite pour tout n’ > n. Lorsque, par contre, cette série est 
sommable par un certain procédé, cet intervalle de variation des 
n’ — (n,w) — peut se réduire en un intervalle plus petit 
— (n,N) —, dont la longueur (asymptotique) dépend du procédé 
en question. 

Le fait qu’une série soit sommable par un procédé donné, d’une 
part, et celui de satisfaire 4 une condition de convergence de l’autre 
se compensent. Par suite, la longueur de cet intervalie (n,N) me- 
sure en quelque sorte l’efficacité des procédés de sommabilité. Plus 
Pintervalle (n,N) est long, plus la condition de convergence (16) 
restreint la série, plus le procédé correspondant est efficace, et 
inversement. La longueur de lV’intervalle (n,N) est liée par Pinter- 
médiaire de la fonction A (x) au procédé ® par les relations (45) ; 
d’autres rapports, en quelque sorte plus intimes entre l’intervalle 
(n,N) et le noyau 9 (2,t) se trouvent donnés dans mes Notes 
[f et k]. 

C’est par N = V} AA(n) { que la !ongueur de l’intervalle (n,N) 
est liée 4 la vitesse de croissance de la fonction A (z). I] en ressort 
que cet intervalle est d’autant plus court plus cette fonction croit 
vite, et réciproquement. Mais cela n’a lieu que jusqu’a une cer- 
taine mesure ; ainsi, en remplacant, par exemple, A» par \*n quel- 
que grand que soit k, l’intervalle n’est pas diminué sensiblement 
puisque V } XA(n) { se trouve remplacé par V } A’A(n) { ot 2’ ratee 
Ce fait ressort d’ailleurs aussi des conditions (15), puisque dans 
celles-ci, ce n’est que la fonction log A (x) qui entre en jeu. 

Les conditions de convergence (5), (14) ou (16) contiennent 
encore comme cas particulier certaines conditions moins générales, 
mais qui sont plus simples. On remarque ainsi facilement que (5) est 
satisfait dés que 


ll Xn— An —1 \ 47 
Un = (25> y n>, ( ) 
et (14) lorsque 


u(t) =e) =0(T), te. 


Ces conditions représentent donc de méme des conditions de 
convergence, quoiqu’elles ne sont plus nécessaires pour que Lun ou 
bien s(t) converge. 


KARAMATA. - 


18 SUR LES THEOREMES INVERSES 


La plupart des théorémes inverses établis se rapportaient d’abord aux 
conditions de convergence de la forme (17). Ainsi, E. Landau [a] avait. 
d’abord donné (en généralisant la proposition correspondante de Tauber 
[a, p. 274, Proposition B}) la condition de convergence du procédé 


D(log n) sous la forme 
un =0(- log n), n+ @, 


et celle du procédé général D(A,) sous la forme (17) ; il a montré en outre 
dans cette méme note que 


n \ 
m = 0 (Bt), Sim toh 
ou 
n 
0<pra>o et P,= po, n>, 
a 


est la condition de convergence des procédés définis par l’une de deux 
séries 


. 1 
1 Ip ni tL aly Wl to Sd sae 
x (1 + xp,)(1 + ap.)---(1 + xp,)’ (x 0), 
DY (1 — ap,)(1 — apa): - «(1 — ap, ), (x —> 0); 
ve1 ‘ 
et enfin que 
nit) o(; log ‘), a 


eo 


est une condition suffisante pour que l’intégrale i u(i)dt converge vers s, 
4 


lorsque 
Co 
ah u(t)t~sdt + s, Ges: 
1 


D’autre part, Hardy et Littlewood [a] ont montré qu’une série Zu, som- 
mable-B sera convergente lorsque 
1 
is 0) Gal n— oO, 
Vn 

proposition que K. Knopp [e, p. 136] a établie directement pour le pro- 
cédé d’Euler (c’est-a-dire sans passer par linversion du procédé B et le 
théoréme E +B). — L’inversion du procédé défini par la série de Lam- 
bert relative 4 la condition de convergence 


mbes (; 
hiss = N—>o, 
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avait été donnée par K. Ananda-Rau [b, § 4], tandis que A. Kienast 
[c, p. 46, Th. II] avait donné la classe générale de procédés de sommabi- 
lité, mentionnée a la fin du § 3, dont « up, = o(1/n) » est la condition de 
convergence. 

Quant a la condition de convergence de forme (16) elle se présente pour 
la premiére fois chez R. Schmidt [a, p. 127-132], qui a donné (a la p. 129, 
Th. V) le théoréme inverse pour la classe des « gestrahlte Mittelbildun- 
gen », dont la condition de convergence se rapporte a l’intervalle (n, An). 
Acette classe des procédés de sommabilité appartiennent, parexemple, ceux 
de Cesaro d’ordre quelconque, celui d’Abel, ainsi que la plupart des pro- 
cédés de sommabilité de la forme (8). — Citons comme procédés de som- 
mabilité dont la condition de convergence (16) se rapporte a d’autres 
intervalles (x, N) : le procédé de Borel, dont l’intervalle correspondant est 


(n,m + evn) ¢ > 0 (voir R. Schmidt [b]) ; le procédé défini par 


a ja—/ 2) — 
il ae fe t aI that, (2 > @) 





dont Vintervalle est (nm, nm + en), (voir le § 14); les procédés de la 
forme 


—— eo 


4 
H(z —5V°H (2) 
— a 2 eres (x —> o) 
v=— 

dont l’intervalle est (n,n + e/\/ H(n)) dés que H(z), qui — 0 avec 1 /z, 
satisfait A certaines conditions supplémentaires données par G. Valiron 
[a, p. 10, Th. II’], et enfin le procédé D(log n) dont la condition de 
convergence (16) se rapporte a l’intervalle (n, n4),4 > 1. 


II. — LES THEOREMES INVERSES RELATIFS AUX 
CONDITIONS DE CONVERGENCE DU TYPE-O 


7. — Les théorémes inverses qui se rapportent aux conditions 
de convergence (5), (14), (146) ou (17) présentent un caractére élé- 
mentaire par rapport aux théorémes que nous allons considérer 
dans ce chapitre. Quoique les conditinns de convergence (5), (14) 
ou (16) sont déja nécessaires et suffisantes pour qu’une série som- 
mable soit convergente, on peut encore les élargir pour la plupart 
des procédés particuliers considérés. Mais, et c’est la que surgit la 
nouvelle difficulté, tout procédé de sommabilité n’est pas suscep- 
tible d’une telle généralisation ; on le montrera d’ailleurs sur un 
exemple au § 9. Nous donnerons d’abord quelques théorémes par- 
ticuliers de cette espéce, dont les généralisations seront données 
au § 11 et suivants. 

G. H. Hardy [a] avait découvert en 1909 (voir de méme Hardy- 
Littlewood [g, p. 76] et K. Knopp [d, p. 104 et 112]) gue la condi- 
tion de convergence un = 0 (1/n) entraine la convergence d’une série 
sommable (C,k) méme lorsqu’on y remplace o par O. Il avait dé- 
montré en méme temps que ce fait subsiste aussi pour le procédé 
R(An,1) : 

La série Xun sera convergente lorsqu’eile est sommable-R()n,1) 
et lorsqu’elle satisfait a la condition de convergence. 

Un = O (==), no, (1) 

Ce théoréme ainsi que l’inversion de R(An,k) sont contenus dans celle 
du procédé D(),). D’ailleurs, G. H. Hardy [6], K. Ananda-Rau [a] et 
W. Rogosinski [a, p. 148] ont donné des démonstrations directes de 
Pinversion de R(An,*), (ce dernier toutefois sous Phypothése que Anta An). 
— Il est a ajouter que les sommabilités R(An, k) et D(An) sont équivalentes _ 
a la convergence ordinaire lorsque la suite \» croit assez vite, c.-a—d. 
lorsque An = O(An41 — dn), voir Hardy-Littlewood [j] et N. Wiener [e]. 
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8. — Lorsqu’on passe de ce procédé Aa celui d*Abel, et surtout a celui 
de Borel, les difficultés deviennent bien plus grandes. L’hypothése de 
Hardy : Toute série un sommable-A est convergente lorsque un = O(1 /n) 
fit déemontré par J. E. Littlewood [a] en 1910. Tout l’appareillage que 
cet auteur a di construire pour démontrer ce théoréme montre combien 
sont grandes les difficultés qu’il fallait surmonter. Ceci ressort encore de 
la démonstration simplifiée que j’ai donnée dans la Note [a]. Le méme 
principe de démonstration s’applique aussi a l’inversion du procédé 
D(A,) relative 4 la condition de convergence (1), que Littlewood a établi 
dans la méme Note [a] mais sous ’hypothése que An 41 -2n. C’est Ananda- 
Rau [d] qui a montré plus tard que cette derniére condition est superflue. 
L’inversion du procédé de sommabilité de Borel relative 4 la condition 


/ 1 ‘ 
de convergence un = WT ), ne fut établie par Hardy et Littlewood [e] 
n 


qu’en 1916. — Sous cette méme condition de convergence, K. 
Knopp [e, p. 137-147] a donné une démonstration directe de l’inver- 
sion du procédé d’Euler. — Enfin, V. Ganapathy Iyer [a, p. 74, Th. 1] 
a donné une inversion relative a la condition de convergence (1) du pro- 
cédé défini par 


Ave — chy 


o 
ao ys Yr (5 — 0). 
vara 1—e 


9. — Les procédés particuliers de sommabilité que nous venons 
de citer possédent tous des théorémes inverses relatifs 4 une con- 
dition de convergence du type-O. Or, nous l’avons déja mentionné, 
tout procédé de sommabilité n’est pas susceptible d’une telle in- 
version. Pour le faire voir, considérons le procédé 


V(c) = ~ syb(sy), (s > 0). 
v =O 


Supposons la fonction / (x) positive, monotone a partir d’une 


valeur de x et telle que lV’intégrale [ Y(t) dt converge et soit égale 


/0 
a 1; alors 
. ey 
¢ U(av v(t)dt = 4, ¢ +0, 
Dy wo) > Mo 
et le procédé ¥ est régulier. D’ailleurs, il est en quelque sorte 


équivalent au procédé ® du § 3; car, en posant ¢ (x)= i v(t) dt, 
va 


o wn 


@(c) — V(o) = > uye(sv) — sy Syy(av) > 0, o—>0, 
yv=0 eT) 


pour toutes suites sn bornées. 


22 SUR LES THEOREMES INVERSES 


Done, d’aprés ce qui a été dit au § 3, la condition de conver- 
gence du type-o correspondante au procédé YW est un 7 
o (1/n) ; celle du type-O serait alors uz = O (1/n). 

Or, les suites cn = cosa lognet sn = sin z log n satisfont bien a la 
condition de convergence du type-O. Comme elles ne conver- 
gent pas, elles ne pourront done pas étre sommable-’ si ce pro-. 
cédé possédait un théoréme inverse relatif 4 la condition de con- 
vergence du type-O. Cherchons donc Vlintervalle d’oscillation 
de ¥ (z) lorsque c > 0. En posant ¢ = 1/n et en = cn+isn = n%, 
Von voit des relations 


4 c y -4 ee v hae : - 
moa ¥/( ~) = a, IG )ro(=) ato if Y(t)t*dt = n*'JF(2),n—> , 


que cet intervalle est le méme pour les deux suites Cn et sn, et qu’il 
est exactement égal a (-| J(x)|,| J(~)|). Ces deux suites ne seront 
donc certainement pas sommable -Y lorsque 


J(a) = ih U(t)t*dt = 0. 


Mais, lorsque J(z) = 0 pour « = %, lintervalle d’oscillation 
(- | J(a) |, | J(%) |) se réduit & zéro et les suites cos 2, log n et 
sin z log n sont alors sommable- vers la somme généralisée 0. 
Il en résulte que tout procédé Y, dont J(«) = 0 pour au moins 
une valeur réelle de z, n’est pas susceptible d’une inversion rela- 
tive 4 la condition de convergence du type-O. Ceci a lieu, p. ex., 
pour le procédé 


(i 8 


(1—r) >» s, (r’ — 2r?” 4 Gr), (r+ 1). 


v=0 


On voit donc, qu’une condition nécessaire pour que les procédés 
® ou ¥ soient susceptibles d’une inversion relative a une condi- 
tion de convergence du type-O est que 


af b(t)t*dt ~ 0 pour tout a réel. 
0 


Or, la réciproque a de méme lieu. On la doit a N. Wiener 
[a, 5, c, d] et nous en reviendrons aux §§ 12, 13 et 14, 
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10. — La forme de la condition de convergence du type-O en- 
“‘visagée jusqu’a présent était 


et ee 
Uy = 0 (===), n—>, (1) 
Quoi qu’elle représente une sensible extension par rapport aux 
conditions de convergence du type-o, elle ne contient pas les 
conditions 


n'+1 

7 ' 

>» np 0, nina N, n —> 0, 
vy=n-+1 


Elle n’est pas non plus une condition nécessaire pour qu’une série 
sommable soit convergente, car toute série convergente ne la 
satisfait pas. Il y a done lieu a chercher une extension qui con- 
tiendrait les conditions précédentes et qui serait, par suite, néces- 
saire et suffisante pour qu’une série sommable soit convergente. 

Pour l’inversion des procédés A et D(An), une telle extension 
fut donnée par E. Landau [ce] sous la forme 

lim sup Max |s,—s,|]<w() >), P< he '1,. *(2) 
Ti 09 nxov<x 
qui est done une condition de convergence du type-O nécessaire 
et suffisante pour qu’une série sommable soit convergente. 

Lorsque N = in, cette condition contient, d’une part, la con- 

dition un = O(1/n), dans quel cas w (2) = M log 4, et de l’autre 
nm 
la condition ¥ vu, = o(n), ou w()=0. De méme lorsque 
V= 4 
N =N ().in), N(x) désignant le nombre des ?n =< x, (2) est la con- 
dition de convergence du procédé R(An,1), (voir ma Note [r]). 

Dans ce cas, la condition (2) contient, en outre, les trois condi- 
tions mentionnées au début de cet article. 

Nous avons ainsi dans (2) une forme générale de la condition 
de convergence du type-O. Elle est la méme pour tous les pro- 
cédés de sommabilité et ne différe d’un procédé particulier a 
l'autre que par la longueur de l’intervalle (m,N). Par contre, pour 
un procédé donné, cet intervalle est le méme qu’il s’agisse de la con- 
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dition de convergence du type-o ou-O, si toutefois ce procédé est 
susceptible d’une telle inversion. Ces faits seront encore confirmes 
dans la suite sur différents procédés particuliers, ainsi que dans 


le cas général. 


Dans la note citée, E. Landau [c] a donné linversion du procédé 
d’Abel (p. 370, § 3) relative a la condition (2) avec N = Mm, et celle du 
procédé D(A») (p. 373, § 4), sous Phypothése Ani1-~> dn et relative a Pin- 
tervalle (n, N(A.An)). I] a établi, en outre, dans la note [d] le théoréme 


eo 
correspondant a l’intégrale [ t~ °u(t)dt, (¢ > 0) en assurant la conver- 


0 


x 
gence de s(x) = Hh u(t)dt, (x + ©) lorsque la condition de convergence 
1 


it ; u(t)dt 


est satisfaite. Mais dans les trois théoremes il est en outre supposé que 


lim sup Max 
n= © t<x'<ah 








< w(r) > 0, 14<jA-—41, 


Sn resp. s(t) = O(1). 


Sans cette condition « s, = O(1)» Pinversion du procédé C(1) relative 
a la condition de convergence (2) se trouve chez Ananda-Rau [c], celle 
des procédés (18) § 6, chez Valiron [a, p. 11, Th. II’’], et enfin chez 
R. Schmidt [a, 5). 


11. — Dans les théorémes de Landau que nous venons de citer 
la suite sn était assujettie a étre bornée. Or, cette hypothése est 
superflue. On peut, en effet, montrer par des considérations élé- 
mentaires, qu’elle résulte déja de la condition de convergence et 
du fait que la suite sn est sommable. Ces deux derniéres hypo- 
théses peuvent méme étre élargies ; ainsi Dp. ex. 


Suiza. (4), n> , 
lorsque Davee rch eon 
v=0 
et Max |s,—Sp_ = O(1), N—>o,. 
n<v<dn 


Les théorémes de cette espéce appartiennent de méme aux théo- 
remes inverses. Nous les appellerons « théorémes inverses-O », 
pour les distinguer des théorémes inverses proprement dits, que 
nous désignerons aussi par « théorémes inverses-o »; car, sans 
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nuire a la généralité, on peut toujours supposer que la limite géné- 
ralisée, ainsi que la limite des suites considérées soit égale 4 zéro. 

Les théorémes inverses-O présentent un intérét en soi; mais 
ils jouent surtout un réle important dans les démonstrations des 
théorémes inverses-o. Dans ces démonstrations on passe, en 
effet, par cette étape intermédiaire, c’est-a-dire on établit d’abord 
Sn = O (1) puis ensuite seulement sn = 0 (1). D’ailleurs les théorémes 
inverses-O présentent le méme caractére élémentaire que les théo- 
remes inverses-o relatifs aux conditions de convergence du type-o. 
Ces deux groupes de théorémes sont intimement liés, et le prin- 
cipe de leurs démonstrations est exactement le méme. Cela résulte 
du fait qu’a la condition de convergence du théoréme inverse-O, 
c’est-a-dire 4 la condition de convergence 

Max |s,—sn| = O(4), n>, (3) 
n<v<N 
il correspond une condition équivalente, analogue a celle de 
Kronecker. J’ai montré [o], en effet, que (3) avec N = N(A-An) + 4, 
équivaut a 
n 
> Au, = O(m), n>, 
y=1 

qui est la condition de Kronecker, mais ot o est remplacé par 0. 

Ainsi, on s’assure facilement que les calculs effectués au § 5 
donnent en méme temps les théorémes inverses-O, dont l’é- 
noncé est le méme que celui du théoréme A, en y remplagant 
toutefois dans les hypothéses 0(x) = o0(1), P(x) = o(1) et la con- 
clusion s(z) = o(1), o par O. 

D’ailleurs, il est indifférent qu’on énonce ce théoréme pour le 
procédé ® ou ¥ 


(¥) V(x) =| Y(a, t)s(t)dt, (r+), 


pourvu qu’on suppose ¥" régulier, c’est-a-dire : 


v(2, t) > 0 pour tout ¢ > 0 a partir d'un 2, 
I (x, t)dt = 4, [ U(x, t\dt -- 0 pour tout y > 0, r>o- 
0 0 
Car, lorsqu’on pose 


(2x, t) ={ v(x, u)du et SiO jveai i, 
i 
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Vintégration par partie montre que l’existence de l’intégrale ® 
entraine toujours celle de ¥’, et que l’inverse n’a lieu en général 
que lorsque s (¢) = O (1). Donec, en partant de ’une quelconque 
des deux relations ® (xz) = O (1) ou ¥ (x) = O (4), une fois s (é) 
= O (1) établi, ’équivalence des procédés ® et ¥ en résulte. 

Un calcul semblable a celui effectué au § 5 (voir ma Note 
[q]) donne alors le 


THEOREME I. — Lorsque (x,t) satisfait aux conditions : 


(x,t) > 0, pour tout t > 0 a partir dun a, 


7 y 
f O(c, tated. f U(x, thdt +0 pour touty>0, tow, 
0 0 


et lorsque A (x) est une fonction continue, monotone, tendant vers 
Pinfini avec x et telle que pour un y convenablement choisi on ait 


ii (x, t) | log A()/A(y) |dt = O11), a yao, 


alors, de la relation 
I U(x, t)s(t\dt = O(1), co, 


ul résulte 
s(z) = O(4), L—>o, 


toutes les fois que la condition 
zx 
if A(d)s(t)dt = O A(x) t L—>o, 


c est-a-dire la condition 


s(a!) — s(x) = O(1) pour <a! <V$ A(a) ne tes 
est satisfaite. 


? 


R. Schmidt [a, p. 134, Th. VI] a donné Pinversion-O de la classe des 

« gestrahite Mittelbildungen » avec la condition de convergence de la 
us 

forme pa by == O01), n= n= i ns dang ale cas ou le noyau a la 
yY=71 

forme ¢(sv) voir de méme ma Note [1]. D’autre part O. Szdsz [a, p. 255, 

Th. I] a donné inversion-O du procédé d’Abel relative 4 la condition 
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n 
2 vu, = O(n), ainsi que [b, p. 273, Lemme 2] celle du procédé 


n 


D(An) sous la condition DES = O(A,), qui est toujours satisfaite 
y= 4 

lorsque (1) a liew (voir Ananda-Rau [d, Lemma 1}) ; une démonstra- 

tion directe de linversion-O de R(dn, k) sous cette méme condition a 

été donnée par N. Higaki [a, p. 70, Th. I}. 


12. — Une fois l’inversion-O établie, il s’agit dans la seconde 
et principale étape, de ramener le procédé de sommabilité dont 
inversion est a établir, A un procédé plus simple. En d’autres 
termes, sachant que sn = O(1), il s’agit de voir quand est-ce que 
le procédé en question peut étre ramené a un procédé de la forme 
R (dn, 1). [1 est done indifférent qu’on considére le prucédé sous 
la forme ® ou . Par suite, en supposant A (t) dérivable avec 
A (0) = 0 on peut énoncer le théoreme général suivant, que j’ai 
donné dans la Note [q]. 


THrorEME II. — Soit v (x,t) le noyau positif dun procédé de 
sommabilité régulier, c est-a-dire 


v(x, t) > 0 pour toutt > 04 partir dun xz, 


5 y 
f, U(x, t)dt = 1, if v(x, t)dt +0 pour touty >0, 4m. 
0 0 
Si Von peut déterminer x en fonction de y et une fonction monotone, 
dérivable et indéfiniment croissante A(x) de maniére que 
Nz, yt) = yV' 4 2, VS >NO, tyre, 


et 
Nz, y(t) < FO pour tout t > 0, 


ou F(t) est intégrable dans (0, ©) et V(x) ta fonction inverse de 
A(x), alors de 
v(7) = f U(x, t)s(t)dt > s, L—>O, 
0 


et 
s(t) = O(1), too, 


il résulte 


4. x 
ron sd {A(t){+>s, 2+, 


28 SUR LES THEOREMES INVERSES 


lorsque f(x) = 0 est Punique solution bornée de Véquation intégrale 


{, N(z)f(tjdt = 0, <z>0. 
0 


Cette derniére condition est @ ailleurs équivalente au fait que 
eo 
[ N(tjt“dt 4 0 pour tout u réel, 
/0 
comme cela résulte des travaux de N. Wiener [ce]. 


13. — Une fois établi que la fonction s(t) est sommable- 
R(A(t),1), il n’y a plus de difficulté 4 achever la démonstration du 
théoréme inverse-o. Il ne reste, en effet, que la troisieéme et 
derniére étape (voir p. ex. ma Note [q]) qui consiste dans le 


TutoriMeE III. — La fonction s (t) étant sommable-R(A(t), 1) 


zx a t 
Ra) = 5G J, staf a§ = fo) — Rey a fs) } +s, tt OO, 


ul en résultera la convergence 


s(t) —> s; t>o, 


lorsqu’elle satisfait ad la condition de convergence 


lim sup Max _| s(t’) — s(t) | < w() — 0, 1 mee een 
t= i<ay 
ou T = V} AA(t) } et V (t) est la fonction inverse de A (t). 

Nous voyons ainsi que les théorémes inverses-o relatifs a la 
condition de convergence du type-O s’obtiennent en trois 
étapes, c’est-a-dire par l’application successive des théorémes i¥ 
IT et III. On a ainsi une méthode générale pour établir ces théo- 
rémes, que l’on peut résumer de la maniére suivante : 


TutorEmE B. — Supposons : a) que le noyau o (x,t) du procédé 
de sommabilité 


(zx) =) 9(x, t)d } s(t) t (x +> ® ), 
sou dérivable par rapport a t, et qu’en posant 


3 
an at 9(x, t) an Y(z, t), 
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il satisfasse aux conditions 


v(x, t) > 0 pour tout t > 0 4 partir @un x, 
o 
y 
f, v(x, t)dt = 4, i v(x, t)dt +0 pour touty >0, rom ; 


b) que la fonction A (x) soit monotone, dérivable, indéfiniment crois- 
sante et ielle qu’on puisse déterminer x en fonction de y de maniére 
que : 


4. Nay)=SeizVy){>NO, +t>0, ayo, 


ow V (x) est la fonction inverse de A (2x), 
2. N, y(t) < FO pour tout t > 0, 
ow F(t) est intégrable dans (0, o), et 


3. f N, y(t) |logt|dt = O(1), rt, yro. 
: ; 


Alors, la fonction s(t) étant sommable -® ou -¥: 


f o(a, t) d s(t) =| L(x, t)s(t)dt > s, L—> Oo, 
p \ 


il en résultera la convergence 
s(t) > s, t—> o, 
lorsque la condition de convergence 


lim sup Max | s(t’) —s(t)|<w() +90, 1<4-> a (4) 
1a k 


{=.0 t<t 


est satisfaite, avec T = V$2A(t) |, et lorsque 
i N(t)t“‘dt = 0 pour tout u réel. 
0 


14. — Le théoréme exposé contient comme cas particulier les 
inversions relatives aux conditions de convergence de la forme (2) 
ou (4) de presque tous les procédés qui ont été étudiés jusqu’a pré- 
sent. A titre d’exemple, considérons ici les trois procédés particu- 
liers suivants : 


@ Ef weld, [- (Vi—vz) at, 


2, x” 
FIN) emf. e7) 
v=0 


I) L’application du théoréme B a ce premier procédé est parti- 
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culiérement aisée ; c’est d’ailleurs le plus simple cas des « ge- 
strahlte Mittelbildungen ». Ayant A (¢) = t, Vintervalle (¢,T) rela- 
tive A la condition de convergence (4) sera (t,t + et), e> 0, et le 
théoréme B aura lieu lorsque 


w(t) > 0, uf w(t) | log t | dt existe, ut w(t)dt = 1, 


et lorsque 
f W(t)i“dt A 0 pour tout w réel. 
0 


On obtient ainsi 4 peu de chose prés le théoreéme de N. Wiener 
[a, b,c, d]. 

IIT) Au deuxiéme procédé on arrive en particulier en cherchant 
les conditions que doit satisfaire la fonction A(t) pour que A(t) 


1 
~ st Vt résulte de 


J, ed} A(t) {2 Vase’, o> 0; 
ce qu’on voit facilement en y posant 
s(t) = Vie— VAG) eb =o = Ajo. 


La fonction A (t) de ce procédé étant eV t en effectuant la sub- 
stitution = V(yz) = log*(yz) et en posant « = log’y, on s’assure 
que les conditions du théoréme B sont bien satisfaites et que le 


Toe | 
noyau limite N(t) est vars Donec, s(t) > s lorsque la 
Tv 


3 
condition de convergence (4) relative A l’intervalle ve a a 
¢ > 0 est satisfaite. 
III) Pour le procédé de Borel, le calcul se simplifie un peu 
lorsque, aprés avoir obtenu l’inversion-O, on passe au procédé 


Fa hoo) 
at 


e J ene any, 
0 r@+ 1) 
qui lui est équivalent lorsque sn = s(t) = O (1). La fonction A (t) 
étant ve en effectuant la substitution t = log* (yz) et en posant. 
« = log*y, les conditions du théoréme B se trouvent vérifiées et. 
on arrive au méme noyau limite N(é) comme dans le cas précédent. 
Ainsi on obtient l’'inversion du procédé de sommabilité-B rela- 


tive ala condition de convergence (2) qui se rapporte a l’intervalle 
(n,n + e\/n), es 0. 





III. — LES THEOREMES INVERSES SE RAPPORTANT 
AUX CONDITIONS DE CONVERGENCE 
DE FORME PLUS GENERALE 


15. — La forme générale des conditions de convergence consi- 

dérées jusqu’a présent était 
lim sup Max | sa’ — s| < w(d) > 0, 1<A—-1, (4) 
n=0 n<n’<N 
C= V { AA(n) . Or, on en a donné diverses autres, contenues 
dans la condition ci-dessus ou bien la généralisant dans divers 
sens. La condition 
lin nis Min) ) s,! — 3, bee — 0) 0,0 1a, (2) 
n= n<n'<N 

est en particulier une généralisation directe de (1). Mais, quelle que 
soit la forme particuliére de la condition de convergence, pour 
établir les théorémes inverses-o il suffit de donner d’aprés les ré- 
sultats généraux des §§ 12 et 13 les théorémes inverse-O et l’in- 
version du procédé R(dn,1) s’y rattachant. Car, le théoréme II 
est indépendant de la forme particuliére de la condition de con- 
vergence, puisqu’elle s’y trouve remplacée par « sn = O (1) ». 
Ainsi, les théorémes inverses relatifs 4 des conditions de conver- 
gence de forme quelconque, se raménent seulement aux théorémes 
I et III. Ces théorémes sont de nature plus ou moins élémentaire, 
quoique la démonstration des théorémes inverses-O exige quel- 
quefois des calculs assez longs. 

Une forme particuliére de la condition de convergence (2), qui 
est plus simple mais moins générale est 


— 3 
tn > O( es : n—>o. (3) 





Elle est un cas particulier de (2) lorsque 


Nita re Pa tk) eb)» agg On, | > OO 


32 SUR LES THEOREMES INVERSES 


C’est sous cette forme que la condition (2) s’est d’abord pré- 
sentée chez E. Landau [3, p. 107-113, Th. III et IV] quia généralisé 
le théoréme de Hardy de la maniére suivante : 

Pour quwune série Xun sommable-(C,k) soit convergente, il 
suffit déja que nun soit bornée dun cété, c’est-a-dire que la condition 
de convergence 
1 
n 


tin > Of ); nu>O, 


sott satisfaite. 


Des démonstrations différentes de ce théoréme ont été données par 
A. Pringsheim [b], Hardy et Littlewood [g, p. 76], K. Knopp [d, p. 112] 
et son extension aux nombres complexes dans le cas ou les points nun 
sont situés dans un angle d’ouverture inférieure 4 = par F. Lukasz 
[a]. D’autres extensions dans des directions différentes, ainsi que des 
théorémes analogues relatifs aux intégrales ont été donnés par M. 
Cipolla [a, b], M. Fujiwara [a], T. Kubota [a] et d’autres. — C’est 
sous cette méme condition de convergence que Hardy et Littlewood ont 
ensuite établi les inversions : du procédé de sommabilité d’Abel [d, p. 185- 
188, Th. 9] (voir de méme ma Note [a] et M. J. Belinfante [a]; quant au 
cas ou la limite généralisée est infinie voir T. Vijayaraghavan [6]) ; du 
procédé défini par la série de Lambert, dont la démonstration exigeait 
toutefois la connaissance de la loi de répartition asymptotique des nom- 
bres premiers [f] ; du procédé défini par 


pe atts, 


v==4 


[v, p. 36, Th. 6] ainsi que du procédé correspondant aux intégrales 
[v, p. 33, Th. 5]. — Enfin, ces mémes auteurs [c, p. 146, Th. F] ont donné 
inversion relative 4 la condition de convergence (3) du procédé D(An) 
lorsque Any ~> Wn 3 c’est K. Ananda-Rau [e] qui a montré par l’exemple 
suivant que cette dernidre condition est indispensable : Soit 


Ay — 15 ox — Qrox_y et hoe+4 = ox ot 2%, 


alors la série 0 — 1 + 1 — 1... est sommable-R(i,, 1), satisfaite a la 
condition de convergence (3), mais ne converge pas. A ce sujet, voir de 


méme O. Szasz [d, p. 338-339]. — Une inversion relative aux intégrales 
de Laplace-Abel 


i e—*u(t)dt, (s — 0), 


se rapportant a la condition de convergence u(t) > O (1/t), a été donné 
par G. Doetsch [a, p. 81], puis par S. Takenaka [a]. — La plupart de ces 
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résultats sont contenus dans l’inversion de N. Wiener [b, p. 178] du pro- 
cédé 


i, 9(st)u(t)dt, (s > 0), 


relative a la condition u(t) > O(1/t), de laquelle il déduit le théoreme 
inverse relatif aux séries : 


> eu, (2 + 0), 
v=0 


[6, p. 178-180 ; c, p. 35] (pour une démonstration simplifiée voir S. 
Bochner [a, p. 127, Th. III]) . Ce procédé contient en particulier [d, 
p. 180], le théoréme inverse de Hardy et Littlewood relatif aux séries de 
Lambert, mais dont la démonstration ne s’appuie plus sur la loi de répar- 
tition des nombres premiers (voir aussi [d, p. 112-124]). N. Wiener 
[b, p. 181] a de méme donné linversion du procédé de sommabilité de 
Borel relative a la condition de convergence up > O(1 /\/n), dont M. Fuji- 
wara [6] a obtenu une inversion mais qui se rapporte plutdt a une con- 
dition de convergence du type-o. — Rappelons enfin que d’autres dé- 
monstrations de l’inversion de R(d», 4) se trouvent chez N. Higaki 
{a, p. 71, Th. IIT] lorsque 1 +4 , et dans ma Note [7]; quant aux 
rapports relatifs aux intervalles d’oscillation voir M. Fekete et C. Winn [a] 
ainsi que ma Note [s]. 

Ce n’est qu’en 1925 que R. Schmidt [a, 5] a donné les théorémes 
inverses relatifs aux conditions de convergence de la forme (2) (voir de 
méme Ananda-Rau [c]). Les conditions qu’il considére différent un peu 
de la condition (2), et peuvent dans le cas général s’écrire de la maniére 
suivante 


lim inf ( s’n_Sx) > 0 pour tout n’ tel que A (n') ~» A (n),n > o. (4) 
r= @ 
Cette condition parait plus générale que la condition (2), et pourtant (2) 
est équivalent a (4). 

R. Schmidt [a] a considéré des théorémes inverses de la classe des 
« gestrahlte Mittelbildungen » qui se rapportent a la condition de conver- 
gence de forme (2) ou (4) avec A(x) = 2, et a donné en particulier l’in- 
version du procédé d’Abel, dont T. Vijayarahgavan [a] a simplifié la 
démonstration. O. Szasz [d, p. 332, Th. II ; e] l’'a généralisé ensuite aux 
intégrales de Laplace-Abel 


An 


“| e—"s(t)dt, 
0 


par quoi il l’a étendu aux procédés D(),), dont S. Izumi [6] a donné une 
démonstration indépendante lorsque An, -~ dn. J’en ai donné d’autres dé- 
monstrations simplifiées reposant sur des principes différents dans 


KARAMATA 3 
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[c, p. 34, Th. B; d, p. 74, Th. 6; ¢] (voir de méme G. Ricci [a]). O. Szasz 
[f, p. 329, Hauptsatz] a donné, en outre, le théoréme inverse du procédé 


°  s(t)dt 
o —_—_—_. s—> 0), 0, 
ih (hentai 


relatif 4 la condition de convergence de la méme forme, qui a déja été 
annoncé par Hardy et Littlewood [i, p. 37]. Enfin, S. Izumi [a, Th. I] 
a donné une démonstration directe de l’inversion du procédé (C, k), et 
[a, Th. 1II] ce méme théordme relatif aux intégrales. — La plupart de 
ces théorémes sont contenus dans celui de N. Wiener [d, p. 38, Th. XV] 
relatit au nrocédé 


Dd e(>)u,,  (¢> 0), 
v=0 


qui se rapporte a la condition de convergence de la forme (2) ou (4) avec 
A(x) = «. La marche simplifiée des démonstrations se trouve esquissée 
dans mes Notes [j, p. 587-588 ; k]. — R. Schmidt [b] a de méme étudié 
Pinversion d’une classe de procédés de sommabilité qui contient comme 
cas particulier celui de Borel et qui se rapporte a la condition de conver- 
gence (2) ou (4) avec A(x) = e Vv, Ta démonstration simplifiée de cette 
inversion du procédé B a été ensuite donnée par T. Vijayaraghavan [c], 
et N. Wiener [c, p. 67-72, Th. X XI] I’a déduit de sa théorie générale. 
Enfin J. M. Hyslop [a] a donné l’inversion relative a une condition de 
convergence de forme (2) ou (4), avec N = n+ enx, resp. A(n) = 
exp t'—*, du procédé 

oe 

v=-2 

qui est un cas particulier des procédés considérés par Valiron [a], (voir 
de méme Hardy-Littlewood [f)). 


16. — Nous avons déja mentionné que pour établir les théo- 
rémes inverses-o relatifs 4 une condition de convergence quel- 
conque, il suffit de prouver les théorémes I et III correspondants 
a cette condition. Envisageons la condition de convergence (2) ; 
il s’agit en premier lieu d’établir les théorémes inverses-O 
c’est-a-dire de montrer que s(t) = O (4) lorsque 


Min ji st’)—st){>—e, T=V§dA@i, 250, (5) 


tate 


? 


et lorsque l’une des deux relations suivantes a lieu: 
rr 


Ya) = | ote, nd fs) | = 0), Fae 
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ou bien 
W (2) =i) v(x, t)s(t)dt = O(4), L—> @. 


La démonstration de ce théoréme inverse-O est plus difficile 
que celle du théoréme I, car la méthode donnée au § 4 n’est plus 


applicable. Cela provient du fait que la condition correspondante 
de Kronecker 


1 M1 


n’est plus équivalente a la condition (5) ; (6) est bien une consé- 
quence de (5), mais l’inverse n’a pas lieu (voir ma Note [o, p. 69)). 
Par suite en remplacant (5) par (6), on ne peut conclure en général 
que s(t) = O(1), mais tout au plus s(t) > O (1), comme l’a montré 
QO. Szasz [a, p. 258, Th. 4] dans le cas de la sommabilité d’Abel. 
On est ainsi obligé de recourir 4 d’autres méthodes, et l’on y par- 
vient en suivant en principe la voie qui se trouve dans ma Note 
[7]. Le résultat peut alors étre résumé sous la forme du théoréme 
suivant, dont la démonstration paraitra dans ma Note [?]. 


THEOREME IV. — Soit 


U(x, t) > 0 pour tout t > 0 a partir dun x, 
fe (vz, t)dt = 1, (x,y) =|. (x, t)\dt—>1 poury>0, «t+. 
Si la fonction s(t) est bornée-© : 
w(x) ={- U(x, t)s(t)dt = O(1), xo, 


et satisfait a la condition 


Min { s(t’) — s(t) = Yon TV {XA (2) t, = 0, 
a aed 
ul en résulte 
s(t) = O(4), t— oO, 
lorsque la condition 


I v(a, t) | log A(t) /A(y) | dt = O(4), L,Y —> ®, 


est satisfaisante pour deux valeurs de y (y et y’) telles que, ¢, c’ et 

c’’ étant des constantes, on ait 
0<e<ety<e oz, y’))<e"’<it 

pour «x et y suffisamment grands. 
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T. Vijayaraghavan a donné le théoréme inverse-O de cette espéce pour 
le procédé d’Abel [a] et pour celui de Borel [c, p. 317, Lemme 1]. Pour 
une démonstration différente du premier théoréme de Vijayaraghavan, 
relatif aux intégrales de Laplace-Abel, voir ma Note [e] ; quant aux 
rapports plus précis relatifs aux intervalles d’oscillation, voir V. Ramas- 
wami [a]. J’ai donné, en outre, dans les Notes [j, p] des théorémes 
inverses-O correspondant du procédé 


f 9(st)d ; s(t) t ; 
v0 


Pour des résultats plus précis entre les limites d’oscillations, voir V. Ra- 
maswami [)]. 


17. — II reste encore 4 établir le théoréme III relatif 4 la con- 
dition de convergence (2). Ce théoréme s’énonce comme suit et 
peut étre démontré de la méme maniére que ceux de ma Note 


[m]. 


THEOREME V. — Soit A(x) une fonction continue, monotone et 
tendant vers Vinfini avec x. La fonction s(t) étant sommable- 


R (A(t), 4) : 


1 x 
wah s(t)d} A(t){+>s, te, 


il en résultera 
s(x) > s, L— oO, 
lorsque s(x) satisfait a la condition de convergence 


lim inf Min } s(z’) — s(z)} > — wQ) > 0, 


r= 2a 2’=<X 


a 1<d>1, X=V$dA@)}. (7) 


Remarquons qu’on peut obtenir de la méme maniére le théorsme 
Inverse correspondant au procédé R(in,1) lorsque An+1 2 An. Mais lorsque 


hata 
7, Be tend pas vers 1, le théoréme n’est plus valable (voir exemple 





de K. Ananda-Rau cité au § 15) & moins que dans la condition de con- 
vergence (2), o& Ay < A+ %n < Ayyy, On remplace N par N + 1 (ce 
qui revient a ajouter la condition supplémentaire lim inf Un = 0, voir 


== '65 


O. Szasz [c, p. 338-339], ainsi que ma Note [r]. 


18. — Nous avons ainsi dans les théorames IV, II et V une mé- 
thode générale qui nous permet d’obtenir les théorémes inverses-o 
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de la plupart des procédés de sommabilité couramment em- 
ployés, et qui se rapportent aux conditions de convergence du 
type-O et de la forme (2). Pour obtenir ces théorémes pour les 
procédés particuliers considérés aux articles précédents il ne nous 
reste qu’a voir si ces procédés vérifient les conditions du théoreéme 
IV. Or, il est facile de voir, méme dans le cas général, que les con- 
ditions du théoréme IV sont satisfaites pour tout procédé qui vérifie 
les conditions du théoréme II. En effet, si pour un x convenable- 
ment choisi le noyau 


(x, y) -[ U(x, t)dt 
satisfait aux conditions du théoréme II, on aura 
o(x, y) > ie N(t)dt lorsque y = V(au), u— o. 
Done, en prenant deux valeurs différentes de a (a et a’) telles que 


o<{ Niat < | N(t)dt < 4, 

a a 

les valeurs correspondantes de y (y = V(au) ety’ = V(a'u) véeri- 

fieront certainement les inégalités 
0<c<oty<’<eay)<e"<i 


pour x et y suffisamment grands. 
D’autre part, pour ces mémes valeurs de y, la condition 


if Y(zx, t) | log A(t) /A(y) | at = O(1), HY > ™ 
(qui se réduit aprés la substitution ¢ = V(ut)a 
if Nz,u(t) | log « | d= = O(4), XL, U—> , 
0 


sera satisfaite lorsque Nu(t) < F(z) et lorsque F(z) | log z | est 
intégrable dans (0, ©). 

Cette derniére condition est bien remplie pour la plupart des 
procédés de sommabilité considérés jusqu’a présent. En particu- 
lier, elle aura lieu lorsque le noyau (x,t) a Yune des trois formes: 

ever. 
ay ( “ ), ~¢ Ae Lo ou ra 4) 


Le premier noyau correspond au procédé de N. Wiener [c, p- 38, 
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Th. IX] yy o(zv)u,, qui donne, cette fois, le théoréme inverse dans 
v=1 
toute sa généralité ; le second noyau est celui du procédé 


Wiel A 
al e oa t *s(t)dt, (x — @) ; 
tandis que le troisieme correspond au procédé de Borel. 

En résumant, nous voyons que pour établir les théorémes in- 
verses des procédés de sommabilité de la forme générale, il s’agit, 
en premier lieu, de trouver la fonction A (x) qui par sa vitesse de 
croissance détermine la condition de convergence. La voie suivie 
revient alors, en principe, a effectuer dans le procédé considéré 
la substitution ¢ = V(r). En assujettissant alors le procédé ainsi 
obtenu a satisfaire aux conditions du théoréme II, il devient in- 
timement lié aux « gestrahlte Mittelbildungen » étudiées par R. 
Schmidt, ce qui nous permet de réunir les théories de R. Schmidt 
et N. Wiener et d’en déduire les théorémes inverses dans toute leur 
genéralité. [1 est vrai, que les conditions du théoréme II semblent 
restreindre les procédés de sommabilité plus que cela ne soit né- 
cessaire ; mais ces conditions peuvent fort probablement étre 
élargies de maniére & ne supposer que l’existence de la limite 


lim 9} a, V(yt) { , ce qui donnerait alors la condition qui corres- 
zr,y=o 


pond exactement a celle de R. Schmidt, définissant les « ge- 
strahlte Mittelbildungen ». D’ailleurs, on s’assure facilement que 
le théoréme II reste valable lorsqu’on ne suppose sur ” (x,t) que 
lim ¢ } x, V(yt) = N,(t) > 0, t —> o, 
L,y=o0 
et 


( 
ae ) &, Viyt 
Nz, y(t) = cre aes —> N(d), z,Y >. 


sans avoir besoin de supposer que Nz,(t) reste inférieure a une 
fonctidn intégrale dans (0, 00). 


19. — Quoique la condition de convergence que nous venons de 
considérer en dernier lieu est trés générale, il en existe encore 
’ “4 ? r 
d'autres qui n'y sont pas contenues. C’est le cas, p. ex., de la con- 
dition 
e(x’)s(x') > o(x)s(zx) pour tout Er 


’ 
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ou p (x) est une fonction croissante et telle que 


lim su ail 4 lor que 1>a—>1 
Ss \ 
y e(2) ; 


r=8 


sous laquelle E. Landau [0, p. 125, Th. X] a établi l’inversion du 
procédé de Cesaro relative aux intégrales. Or, la condition (7) peut 
se généraliser de maniére 4 embrasser aussi les conditions de cette 
forme. Par la on donne aux conditions de convergence leur plus 
grande extension, que nous allons encore briévement considérer. 

Nous avons vu, que la condition de convergence est compléte- 
ment déterminée par la fonction A(x), qui dépend de son cété du 
procédé considéré. A chacune de ces fonctions A(x) nous allons 
définir une classe de fonctions p(x) — la classe R-o — de la 
maniére suivante 


(x) >0 pour tout G0; 


lim sup Max 1 o(x') — e(a) | 
I= 2x2’ =X e(x) 


ou X = V} A(z) }- 


ee Wi) > De ado hv 4, (8) 


Une sous-classe de la classe R-o est p. ex. la classe des fonc- 
tions (x) qui sont telles que p } V(x) soit A croissance réguliére, 
e’est-a-dire telles que 


_ o} V(Aa) § 

Fis Ore paces 

Z=O0P } V(x) 

(a propos de cette classe de fonctions voir ma Note [h]). A cette 
classe appartiennent p. ex. les fonctions A* (x), avec k quelconque. 
Moyennant ces fonctions p (x) on peut donner a la condition 
de convergence dont il est question, la forme générale suivante 


existe pour tout d, 


Jim int | Min ay $ o(a')s(a’) — p(x)s(a) | > — w) + 0, 


4<)i—1, (9) 


ou p (x) est une fonction quelconque de la classe R-o et X = 
V ; AA(z) {. Cette condition contient évidemment comme cas 
particulier la condition (7), puisqu’elle se réduit a cette condition 
lorsque p (x) = 1. Elle contient de méme la condition citée de 
E. Landau, car elle est satisfaite lorsque p (x)s(x) ne décroit pas. 
La condition (9) réunit ainsi ces deux conditions en une seule. 


Pourtant, (9) ne généralise nullement la condition (7) dans le 
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cas ou s(x) = O (1). Car, en tenant compte de (8) la double iné- 
galité 

J ela!) = eft) |, ef@)s(x') — pla)s(a) 

Lh eM es ae eae (a) 
' x’) mami o(x) | 
> { s(ar") — s(a) } —m Le) — ele) | a(a) ; 

montre que ces deux conditions sont équivalentes lorsque s(x) 
est borné. 

Par suite, pour établir les théorémes inverses relatifs aux con- 
ditions de convergence de la forme (9), il suffit d’établir les théo- 
rémes inverses-O relatifs & ces conditions, puisque, une fois 
s(x) = O (1) obtenu, la condition de convergence (9) se raméne a 
la condition (7). Or, ces théorémes peuvent étre obtenus, du moins 
pour des fonctions particuliéres de la classe R-o, d’une maniére 
analogue a celle du théoréme IV. 


og 


Remarquons seulement que V. Avakumovié [a] a donné l’inversion-O 
de cette espdce du procédé défini par l’intégrale de Laplace-Abel 


4} e~“d} s(t) }, (e+ 0), 


en géneéralisant le théoréme que j’ai établi dans la Note [gl], et qui se 
rapporte aux fonctions spéciales de la classe R-o. J’ai donné [m], en 
outre, dans toute leur généralité des théorames inverses de cette espéce 
qui se rapportent au procédé R(A(t),1). 

Nous avons mentionné ici seulement les types principaux des condi- 
tions de convergence. Or, il en existe encore diverses autres qui sont, 
des cas plus ou moins particuliers des conditions étudiées. Sans men- 
tionner ces conditions, nous nous contenterons seulement de citer les 
principaux travaux qui les contiennent : K. Ananda-Rau [c], V. Amato 
[a], R. Agnew [a], K. K. Chen [a], M. Cipolla [5], L. Fejér [a], Hardy 
et Littlewood [b, Ths. 27-34 ; ¢, p. 135-136, Th. A ; A, § 8], J. Kara- 
mata[b;r], L. Neder [a], G. Sunouchi [a], O. Szasz [GS-00 pipet f 
§35; g; h.], S. Takenaka [a] et Hardy-Littlewood [j], M. Obreschkoff 
[a, p. 232, Th. 3], N. Wiener [e], A. Zygmund [a], ces quatre derniers 
travaux se rapportant aux séries a larges lacunes. 


INDEX BIBLIOGRAPHIQUE 


(Les nombre entre parenthéses [ ] indiquent les pages ot le travail est 
cité). 


4. Acnew, R. — a. On Equivalence of Methods of Evoluation of Sequences. 
Téhoku Math. Journal. 35, 244-252 (1932). [40]. 

2. Amato, V. —a. Un criterio di convergenza e sua applicazione alla summa- 
bilita secondo Riesz. Napoli Rendic. (3), 28, 39-50, (1922). [40]. 

3. Ananpa-Ravu, K. — a. A Note on a Theorem of Mr. Hardy’s. Procee- 
dings Lond. Math. Soc. (2) 17, 334-336 (1919). [20]. 

b. On Lambert’s Series. Ibid. (2) 19, 1-20 (1920). [19]. 

c. On the Relation between the Convergence of a Serie and its Summa- 
bility by Cesaro’s Means. Journal Indian Math. Soc. 15, 265-268 
(1924). [24, 33, 40]. 

d. On the Converse of Abel’s Theorem. Journal Lond. Math. Soc. 3, 
200-205 (1928). [24, 27]. 

e. An Exemple in the Theory of Summation of Series by Riezs’s 
typical Means. Proceedings Lond. Math. Soc. (2) 30, 367-378 (1930). 
[22, 36, 37]. 

4. Avaxumovié, V. — a. Sur une extension de la condition de convergence 
des théorémes inverses de la sommabilité. C. R. Acad., Paris, 200, 1515- 
1517 (1935). [40]. 

5. Bevinrante, M. J. — a. Die Hardy-Littlewoodsche Umkehrung des 
Abelschen Stetigkeitssatzes in der intuitionistischen Mathematik. Proc. 
Acad. Amsterdam, 34, 401-412 (1931). [32]. 

6. Brepersacn, L. — a. Neuere Untersuchungen iiber Funktionen von kom- 
plexen Variablen. Enzyklopaedie der Math. Wiss. Bd. II, 3, Heft 4, 
Leipzig 19241. [5]. 

7. Bocuner, S. — a. Umkehrsatze fir allgemeine Limitierungsverfahren. 
Sitzungsberichte der Preuss. Akad. Wiss., Math.-Phys. Klasse, 1933, 
III, 126-144. [33]. 

8. Cuen, K. K. — a. On the Theory of divergent Series. Tohoku Math. 
Journal, 29, 348-358 (1928). [7, 12, 40]. 

9. Crpotta, M. — a. Sul criteriojdi convergenza di Hardy. Napoli Rendic 
(3), 26, 96-107, 151-160 (1920). [32]. 

b. Criterii di convergenza reducibili a quello die Hardy-Landau. Na- 
poli Rendic. (3), 27, 28-38 (1924). [32, 40]. 


40. Dortscu, G. — a. Ein Konvergenzkriterium fiir Integrale. Math. Ann. 
82, 68-82 (1920). [14, 32]. te 
414. Feser, L. — a. La convergence sur son cercle de convergence d’une serie 


de puissance effectuant une représentation conforme du cercle sur le 
plan simple. C. R. Acad. Paris, 156, 46-49 (1913). [40]. 


42 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


SUR LES THEOREMES INVERSES 


Fekete, M. and Winn, C. E. — a. On the Connexion between the Limits 
of Oscillation of Sequence and its Cesaro and Riesz Means. Proceedings 
Lond. Math. Soc. (2), 35, 448-513 (1933). [33]. 

Fustwara, M. — a. Ueber summierbare Reihen und Integrale. Téhoku 
Math. Journal, 15, 323-329 (1919). [32]. 

b. Ein Satz tber Borelsche Summation. Téhoku Math. Journal, 17, 
339-343 (1920). [33]. 

GANAPATHI IyeR, V. — a. Tauberian Theorems on generalized Lambert’s 
Series. Journal Indian Math. Soc. (New Series), 1, 73-87 (1934). [21]. 

Harpy, G. H. — a. Theorems relating on the Summability and Conver- 
gence of slowly oscillating Series. Proceedings Lond. Math. Soc. (2), 8, 
301-320 (1910). [20]. 

b. An Extension of a Theorem on Oscillation Series. Proceedings 
Lond. Math. Soc. (2), 12, 174-180 (1913).27207; 

Harpy, G. H. and Lirttewoop, J. E. — a. The Relations between Bo- 
rel’s and Cesaro’s Methodes of Summation. Proceedings Lond. Math. 
Soc. (2), 11, 1-16 (1913). [41, 18]. 

6. Contributions to the Arithmetic Theory of Series. Proceedings 
Lond. Math. Soc. (2), 11, 411-478 (1913). [40]. 

c. Some Theorems concerning Dirichlet’s Series. Messenger of Math. 
(2), 43, 134-147 (1914). [32, 40]. 

d. Tauberian Theorems concerning Power Series and Dirichlet’s Se- 
ries whose Coefficients are positive. Proceedings Lond. Math. Soc. 
(2), 13, 174-194 (1944). [32]. 

e. Theorems concerning the Summability of Series by Borel’s expo- 
nential Method. Rendic. Cire. Mat. Palermo, 41, 36-53 (1916). [24]. 

f. On a Tauberian Theorem for Lambert’s Series, and some funda- 
mental Theorems in the Analytic Theory of Numbers. Proceedings 
ond. Math. Soc. (2), 19, 24-29 (1919). [32]. 

g. Solutions of the Cesaro Summability Probleme for Power series and 
Fourier Series. Math. Zeit. 19, 67-96 (1923). [20, 32]. 

h. Notes of the Theory of Series (IV) : On the strong Summability 
of Fourier Series. Proceedings Lond. Math. Soc. (2), 26, 273-286 
(1927). £7, 40]. 

t. Notes on the Theory of Series (XI): On Tauberian Theorems. 
Proceedings Lond. Math. Soc. (2), 30, 23-37 (1929). [10, 32, 34]. 
j. A further Note on the Converse of Abel’s theorem. Proceedings 

Lond. Math. Soc. (2), 25, 219-236 (1926). [20, 40]. 

k. Some new convergence Criteria for Fourier Series. Ann. Scuola 

norm. super. Pisa, II. s. 3, 43-46 (1932). [34]. 


Sh 


7. Hicaxr, N. — a. Some Theorems on Riesz’s Method of Summation. Té- 


hoku Math. Journal, 41, 70-79 (1935). [7, 27, 33]. 


18. Hysiop, J. M. — a. On the Summability of Series by a Method of Va- 


19, 


20. 


liron. Proceedings Edinburgh Math. Soe. (2), 4, 218-223 (1936). [34]. 
Izumi, S. — a. On the Condition for the Convergency of the Series 
summable (C, r). Téhoku Math. Journal, 33, 117-126 (1930). [34]. 
b. A Generalisation of Tauber’s Theorem. Proceedings Acad, Japon. 
V (1929), 57-59. [33]. 
Karamata, J. — a. Uber die Hardy-Littlewoodsche Umkehrungen des 
Abelschen Stetigkeitssatzes. Math. Zeit. 32, 31.-320 (1930), [24, 32). 


DES PROCEDES DE SOMMABILITE 43 


b. Théorémes inverses de sommabilité. I et II. Glas, Acad. Serbe, 
CXLIII (70), 21-24, 143-146 (1931). [40]. 

ce. Neuer Beweis und Verallgemeinerung der Tauberschen Satze, 
welche die Laplacesche und Stieltjesche Transformation betreffen. 
Journal fiir die reine und angewandte Math. 164, 27-39 (1934), [34]. 

d. Sur le rapport entre les convergences d’une suite de fonctions et 
de leurs moments, avec application A l’inversion des procédés de 
sommabilité. Studia Math. III, 68-76 (1931). [34]. 

e. Ueber einen Satz von Vijayaraghavan. Math. Zeit. 34, 737-740 
(1932). [36]. 

t. Un théoréme général d’inversion des procédés de sommabilité- 
Verhandlungen des Intern. Math. Kongr. Zurich 1932. Bd. II, 
147-149. [17]. 

g. Einige weitere Konvergenzbedingungen der Inversionssatze der 
Limitierungsverfahren. Publ. Math. Unio. Beograd, 2, 1-16 (1933). 
[40]. 

h. Sur un mode de croissance réguliére. Bull. Soc. Math. Franc. 61, 
55-62 (1933). [39]. 

i. Quelques théorémes de nature tauberienne. Studia Math. 4, 4-7 
(1933). [34]. 

7. Ueber die O-Inversionssitze der Limitierungsverfahren. Math, Zeit. 
37, 582-588 (1933). [34, 35, 36]. 

k. Un apercu sur les inversions des procédés de sommabilité. C. R. 
du II® Congrés des Math. des pays Slaves. Praha 1934, 49-61 (1935). 
[5, 17; 34]. 

l. Ueber einige Inversionssatze der Limitierungsverfahren. Publ. 
Math. Univ. Beograd, III, 153-160 (1934). [10, 26]. 

m. Quelques théorémes de nature tauberienne relatifs aux intégrales 
et aux séries. Bull. Acad. Serbe, 2, 169-205 (1935). [36, 40]. 

n. Ueber einen Konvergenzsatz des Herrn Knopp. Math. Zeit. 40, 
421-425 (1935). [16]. ; 

o. Ueber einige reihentheoretische Satze. Math. Zeit. 41, 67-74, (1936). . 
[16, 25, 351. 

p. Bemerkung zur Note « Ueber einige Inversionssatze der Limitie- 
rungsverfahren ». Publ. Math. Unio. Beograd. 1V.181-184 (1935)[36]. 

q. Allgemeine Umkebrsatze der Limitierungsverfahren. Hamburg. 
Abhandlungen, 12, 46-61 (1937). [5, 26, 27, 28]. 

r. Einige Satze iiber die Rieszschen Mittel. Bull. Acad. Serbe. (Sous 
presse). [23, 33, 36, 40]. 

s. Beziehungen zwischen den Oscillationsgrenzen einer Funktion 
und ihrer arithmetischen Mittel. Proceedings Lond. Math. Soc. 
(Sous presse). [33]. 

i. Ueber allgemeine O-Umkehrsatze. Bull. International Acad. You- 
goslave. (Sous presse). [35]. 

21. Kienast, A. — a. Extensions of Abel’s Theorem and its Converses. Pro- 
ceedings Cambridge Philos. Soc. 19, 129-147 (1918). [14, 15]. 

b. Erweiterungen des Abelschen Satzes fir Potenzreihen und ihre 
Umkrhrungen. Jahresschrift der Naturforsch. Gesellschaft Ziirich. 
67, 209-223 (1922). [45]. 

c. Extensions to other Series of Abel’s and Tauber’s Theorems on 


44 SUR LES THEOREMES INVERSES 


Power Series. Proceedings Lond. Math. Soc. (2), 25, 45-52 (1926). 
[10, 15, 19]. 
22. Knopp, K. —- a. Grenzwerte von Reihen bei der Annaherung an die Kon- 
vergenzgrenze. (Inaugural-Dissertation, Berlin), 1907. [6]. 
b. Eine notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung. Rendic. 
Circolo Mat. Palermo, 25, 237-252 (1909). [7]. 
c. Neuere Untersuchungen in der Theorie der divergenten Reihen. 
Jahresber. Deutsch. Math. Verein. 32, 43-67 (1923). [5]. 
d. Zur Theorie der C- und H-Summierbarkeit. Math. Zett. 19, 97-113 
(1923). [20, 32]. 
e. Ueber das Eulersche Summierungsverfahren. II. Math. Zeit. 18, 
125-156 (1923). [15, 18, 21]. 
f. Ueber eine Kroneckersche Konvergenzbedingung. Sitzungsberichte 
Berlin. Math. Gesellschaft, 24, 3-5 (1925). [16]. 
g. Theorie und Praxis der unendlichen Reihen. III Auflage, Berlin 
1932 [5]. 
23. Kronecker, L. — a. Quelques remarques sur la détermination des va- 
leurs moyennes. C. R. Acad. Paris, 103, 980-987 (1886). [15]. 
24. Kusora, T. — a. Einige Satze den Grenzwert betreffend. Téhoku Math. 
Journal. 15, 314-332 (1919). [32]. 
25. Lanpau, E. — a. Ueber die Konvergenz einer Klasse von unendlichen 
Reihen am Rande des Konvergenzgebietes. Monatsheft fiir Math. und 
Phys. 43, 8-28 (1907). [18]. 
b. Ueber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsatze der Herrn 
Hardy und Axer. Prace Matematyczno Fizyczne, 21, 97-177 (1910). 
[32, 39]. 
ce. Ueber einen Satz des Herrn Littlewood. Rendic. Circolo Mat. Pa- 
lermo, 35, 365-376 (1913). [23, 24]. 
d. Kin neues Konvergenzkriterium fiir Integrale. Sitzungsberichte 
Bayer. Akad. Wiss. Math.-Phys. 1913, 416-467. [24]. 


26. LirtLEwoop, J. E. — d@. The Converse of Abel’s Theorem on Power 
Series. Proceedings Lond. Math. Soc. (2), 9, 434-448 (19114). [21]. 
27. Lorenz, G. — a. Ueber lineares Summierungsverfahren. Rec. Math. Soc. 


Math. Moscou, 39, n° 3, 44-50 (1982). [42]. 

28. LuxKAsz, I’. — a. Bemerkung zu einem Konvergenzsatz des Herrn Landau. 
Arch. Math. Phys. (3), 23, 367-378 (1915). [32]. 

29. Never, L. — a. Ueber Taubersche Bedingungen. Proceedings Lond. Math. 
Soc. (2), 23, 172-184 (1924). [40]. 


30. Oprescukorr, M. — a. Ueber einige Satze fiir Summierung divergenter 
Reihen. Tohoku Math. Journal, 32, 231-233 (1930). [40]. 

31. Perron, O. — a. Beitrag zur Theorie der divergenten Reihen. Math. 
Zeit. 6, 286-310 (1920). [9, 12]. 

32, Prinesueim, A. — a. Ueber das Verhalten von Potenzreihen auf dem 


Konvergenzkreis. Miinchener Berichte, 30, 37-100 (1900). [7]. 
b. Ueber eine Konvergenzbedingung fiir unendliche Reihen die durch 
iterierte Mittelbildungen reduziebel ist. Ibid. 50, 275-284 (1920). [32]. 
33. Ramaswami, V. — a. Some Tauberian Theorems on Oscillation. Journal 
Lond. Math. Soc. 10, 294-308 (1935). [36]. 
b. The generalised Abel-Tauber theorem. Proceedings Lond. Math. 
Soc. (2) 42, 408-417 (1936). [36]. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


DES PROCEDES DE SOMMABILITE 45 


Ricci, G. — a. Sui teoremi Tauberiani, I. Anal. Math. pura appl. (IV), 
43, 287-308 (1935). [34]. 

Riesz, M. — a. Ein Konvergenzsatz fiir Dirichletsche Reihen. Acta Math. 
40, 349-361 (1916). [16]. 


Rocosinski, W. — a. Reihensummierung durch Abschnittskoppelungen. 
Math. Zeit. 25, 132-149 (1926). [7, 20]. 
Scumipt, R. — a. Ueber divergente Reihen und lineare Mittelbildungen. 


Math. Zeit. 22, 89-152 (1925). [5, 19, 24, 26, 33]. 

b. Ueber das Borelsche Summierungsverfahren. Schriften Kénigsberger 
gelehrten Gesellschaft, 1, 202-256 (1925). [5, 19, 24, 33, 34]. 
ScuneE, W.—a. Ueber Dirichletsche Reihen. Rendic. Circolo Mat. Palermo, 

27, 87-116 (1909). [7]. 

Scuur, I. — a. Ueber lineare Transformationen in der Theorie der un- 
endlichen Reihen. Journal fiir die reine und angewandte Math. 151, 
79-111 (1921). [12, 13, 17]. 

Sunoucui, G. — a. On a linear Transformation of infinite Sequences. 
Proceedings Phys. Math. Soc. Japan (III), 16, 161-163 (1934). [40]. 


Szasz, O. — a. Verallgemeinerungen eines Littlewoodschen Satzes tiber 
Potenzreihen. Journal Lond. Math. Soc. 3, 254-262 (1928). [26, 35, 40]. 
b. Ueber Dirichletsche Reihen an der Konvergenzgrenze. Atti del Con- 
gresso Intern. Mat. Bologna 1928, 269-276 (1929). [27, 40]. 
c. Ueber neue Untersuchungen im Zusammenhange mit dem Abel- 
schen Potenzreihensatz. Mat. Fiz. Lapok, 36, 10-22 (1929). [5, 
36, 40]. 
d. Verallgemeinerung und u.cuer Beweis einiger Satze Tauberscher 
Art. Sitzungsberichte Bayer. Akad. Wiss., Naturw. Abt. Munchen 
1929, 325-340. [32, 33]. 
e. Ueber Satze Tauberscher Art. Jahresberichte Deutsch. Math. Verein. 
39, 28-31, (1930). [5, 33]. 
f. Ueber einige Satze von Hardy und Littlewood. Nachr. der Gesells- 
chaft der Wiss. Géttingen, Math. Phys. Klasse 1930, 315-333. [10, 34]. 
g. Generalization of two Theorems of Hardy and Littlewood on 
Power Series. Duke Math. Journal, 1, 105-111 (1935). [40]. 
h. Converse Theorems of Summability for Dirichlet’s series. Trans. 
Amer. Math. Soc. 39, 117-130 (1936). [40]. 
TAKENAKA, 8S. — a. Tauberian Theorems concerning Dirichlet’s Series 
and allied Integrals. Japonese Journ. Math. 2, 51-63 (1925). [32, 40]. 
TauBer, A. — a. Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen. Mo- 
natshefte fiir Math. und Phys. 8, 273-277 (1897). [6]. 


Torpiitz, O. — a. Ueber allgemeine lineare Mittelbildungen. Prace Mate- 
matyczno Fizyczne, 22, 113-119 (1911). [12]. 
Vatiron, G. — a. Remarques sur la sommation des séries divergentes 


par les méthodes de M. Borel. Rendic. Circolo Mat. Palermo, 42, 267-284 
(1917). [415, 19, 24, 34]. 
VIJAYARAGHAVAN, T. — a. Tauberian Theorem. Journal Lond. Math. Soc. 
1, 113-120 (1926). [33, 36]. 
b. Converse Theorem on Summability. Journal Lond. Math. Soc. 2, 
215-222 (1927). [32]. 
c. A Theorem concerning the Summability of Series by Borel’s Method. 
Proceedings Lond. Math. Soc. (2), 27, 316-326 (1928). [34, 36]. 


46 SUR LES THEOREMES INVERSES 


47. Wiener, N. — a. Une méthode nouvelle pour la démonstration de théo- 
rémes de Tauber. C. R. Acad. Paris, 184, 793-795 (1927). [5, 22, 30]. 
b. A new Method in Tauberian Theorems. Journal Math. Phys. M. 
I. T. 7, 161-184 (1928). [5, 22, 30, 33]. 
c. Tauberian Theorems. Ann. Math. (2), 33, 1-100 (1932). [5, 22, 24, 
28, 30, 33, 34, 37]. 
d. The Fourier Integral and certain of its Applications. Cambridge 
Unig. Press. 1933. [5, 22, 30, 33, 34]. 
e. A. Tauberian gap theorem of Hardy and Littlevood Journal 
Chim. Math. Soc. 1, 15-22 (1936). [20, 40]. 
48. Zyemunp, A. — a. On a Theorem of Ostrowsky. Journal Lond. Math. 
Soc. 6, 162-163 (1931). [40.] 





TABLE DES MATIERES 


NN RRMEME WOR TUR oat Sige Cahie a G) 6/55 obxicins sind oié.b saa, aieiais ¢ owe wala 
Cuapitre I. — Les théorémes inverses relatifs aux conditions de 
ee UTI RY DONE USDC Bad), Galt nis 6 irwin oy. « <i0'v. a» ol gieehin es Glein 
CHAPITRE II. — Les théorémes inverses relatifs aux conditions de 
BIST VEP OME CME CVE. 1657-14) cals be ll che G0 tas aes saweceeys 
CuHapitre III. — Les théorémes inverses se rapportant aux condi- 
tions de convergence de forme plus générale (§ 15-19) .......... 
er aR EE OE ORES ERO sg) dark Laks c's bn a0 «4 cdnaig <q eM nis g 0 a hay din 
SeMeMIIEE EUAN RSI MEWS PELE OY 51a Aoi ke. dp 0.4 ove. aaa 9 a fass, sia © ma a'eiatelalaie bem 


Saint-Amand (Cher), France. — Imprimerie R. Busstmre. — 31-5-1937 


20 


31 
4A 
47 





—~s. 
— 
tan 
wa 


te 

~ 

- 

. 

* 
a 

J 
* 
An 


a aa 
= 
om 
s 
oo 


1” 


= ee 


rs 

a a 

ery, - 
- 
bm 





@ 
: ’ . ‘se y Pa iy * Wi 
Un r age 
4 . he : i 
’ i MERON tam 
$4 ’ Saye ¥ y 
f f Ki) t { 
4 ’ ry " 5 
, ; fhe . 2 
{ 1 ’ 4 j ‘ Ps i f'- 
Py Wa” ee, 
1 { i “ie? F 
var 4 z i of ty se ‘ 
7 -f en.” 75 f 
. } oe i Toe 
? ‘ : et eee is 
» ' Vo Panes ees 
OT a ae “{ 
; a: hore 
a . 
i F ae Ls r 
ey, j 
,, i ’ 
s , I e aie ge: 
y | . ‘ ' 
x , ; 
, ‘ ; etal 
AM 2 
, | YF Tt, » 


~~ 








: 2 P 
¢ mk ease hy 
: ; ¢ a 
‘ ; ar 4 we “3 : ri i 
. J ¥ ret .* J ¥ { 7 bd | - ha? 4 
; 7 Acs aw a | its Date : ‘ ; A 7 N eh Ni 





4 io v ih : F 
oy 
} 4 
be - fy 
, RY. 
a 
nit 
‘ o.* 
' Te |, 
} y (ee wee 
’ fe \ ' 1 ' 
, 
7% 
P. 4 
. : 
* 
; ‘ 
{ 
} 
: 7 
‘ 
/ j } 
. ' 
{ 
* W 
n 
7 : 
» , 
a ‘ 
Kit 
’ + » 
" ‘ Wy eh. 








F. ENRIQUES 
De Académie Dei Lincei 
Professeur a !’Université de Rome 
PHILOSOPHIE ET HISTOIRE 
DE LA PENSEE SCIENTIFIQUE 





Ch. FABRY 
Membre de |’Institut 
Projesseur a la Faculté des Sciences 


OPTIQUE 





E. FAURE-FREMIET 


Professeur au Collége de France 


BIOLOGIE 
(Embryologie et Histogenése) 





Ch. FRAIPONT 
Professeur 4 la Faculté des Sciences 
de Liége 
PALEONTOLOGIE 
ET LES GRANDS PROBLEMES 
DE LA BIOLOGIE GENERALE 





Maurice FRECHET 


Professeur & la Sorbonne 


ANALYSE GENERALE 





M. L. GAY 
Professeur de Chimie-Physique 
a la Faculté des Sciences de Montpellier 


THERMODYNAMIQUE ET CHIMIE 





J. HADAMARD 
Membre de 1]’Institut 


ANALYSE MATHEMATIQUE 
ET SES APPLICATIONS 





Victor HENRI 
Professeur & l’Université de Liége 


PHYSIQUE MOLECULAIRE 
A. F. JOFFE 
Directeur de l'Institut Physico Technique 
- de Leningrad 
PHYSIQUE DES CORPS SOLIDES 


A. JOUNIAUX 
Professeur a. l'Institut de Chimie de Lille 


CHIMIE ANALYTIQUE 
(Chimie-Physique, minérale 
et industrielle) 


N. K. KOLTZOFF 
Directeur de l'Institut de Biologie 
expérimentale de Moscou 
Membre honeraire R. S. Edinburgh 
LA GENETIQUE ET LES PROBLEMES 
DE L’EVOLUTION 








ACTUALITES SCIENTIFIQUES ET INDUSTRIELLES 


PUBLIEES SOUS LA DIRECTION BE MM. 








P. LANGEVIN 
Membre de 1’Institut 
Professeur au Collége de France 


iI. — RELATIVITE 
il, — PHYSIQUE GENERALE 





Louis LAPICQUE 
Membre de |’ Institut 
Professeur & la Sorbonne 


PHYSIOLOGIE GENERALE 
DU SYSTEME NERVEUX 





A. MAGNAN 
Professeur au Collége de France 
MORPHOLOGIE 
DYNAMIQUE 
ET MECANIQUE DU MOUVEMENT 





Ch. MARIE 
Directeur de Laboratoire 
a l’Ecole des Hautes Etudes 


ELECTROCHIMIE APPLIQUEE 





Ch. MAURAIN 


Membre de |’Institut 
Doyen de la Faculté des Sciences 
Directeur de |’Institut de Physique du Globe 


PHYSIQUE DU GLOBE 





André MAYER 


Professeur au Collége de France 


PHYSIOLOGIE 





Henri MINEUR 
Astronome a l’Observatoire de Paris 
Maitre de Recherches 


ASTRONOMIE STELLAIRE 
Ch. MUSCELEANU 


Professeur a la Faculté des Sciences 
de Bucarest 


PHYSIQUE GENERALE ET QUANT 


M. NICLOUX 
Professeur & la Faculté de Médecine 
de Strasbourg 
CHIMIE ANALYTIQUE 
(Chimie organique et biologique) 


P. PASCAL 
Correspondant de 1’Institut 
Professeur A la Sorbonne et a |’Ecole 
Centrale des Arts et Manufactures 
CHIMIE 
GENERALE et MINERALE 














Ch. PEREZ 


Professeur A la Sorbonne 


BIOLOGIE ZOOLOGIQUE 


CATALOGUE SPECIAL SUR DEMANDE 


J. PERRIN 
Membre de |'Institut 
Prix Nobel de Physique — 
Professeur & la Faculté des Sciences 
de Paris 


ATOMISTIQUE 
Mareel PRENANT 


Professeur a !a Sorbonne 


I. — BIOLOGIE ECOLOGIQUE 
ll. — LECONS DE ZOOLOGIE 











A. REY 
Professeur 4 la Sorbonne 


HISTOIRE DES SCIENCES 


Y. ROCARD 
Maitre de Recherches 


THEORIES MECANIQUES 
(Hydrodynamigque-Acoustique) 


R. S's. IGES 
Chef a. travaux 
& la Faculte d+ Pharmacie 


EMBRYO).OGIE$ 
ET MORPHOLOGIE VEGETALES 


TAKAGL 
Professeur & l'Université Impériale de Tokyo 
MATHEMATIQUES GENERALES 


. TAMIYA-(HIROSHI)~ «.. 


. Membre du Tokugawa Biologisches - 
Institut-Tokyo 


BIOLOGIE (Physiologie cellulaire) 


Série 1937 (suite) : 


sions .... 


511. D. M. Gohiss. Les ios’ physiques de’ Thémodjaamigue (Leur détemnination pies 


graphique) .... 


912. D. M. Gomuz et A. Lancuvin. La piézographie 
cations aux études d’hémodynamigue ; contrél 
513. G. A. Napson. De ecertaines régularités des chan 
sous linfluence des facteurs externes, prineip 
014. G. A. Napson. Changements des earactéres hé 
ment et la création de nouvelles races stables 








ea Te 


Saint-Amanp (Cawa), — Iuphinaata R, Busstkre, Zh i 7 : 


ACTUALITES SCIENTIFIQUES ET INDUSTRIELLES 
PUBLIEES SOUS LA DIRECTION DE MM. mn 


ualités Seientifiques et Industrielles , 


G. et Ep. GuittaumE, L’ Economique rationnelle, Seience fondée axiomatiquement. 

G Bai tha lit. Came s MOS 
506. G. et Ep. GuirtaumE. L’Economique ratiounelle. Cycles et interiérences du ‘juri- 
G. et Ep, GuriauMx. L’Economique rationnelle. Les Lois. Le résidu« @ 90. 

et Ep. GuitLtaums. L’ Economique rationnelle. Théories mathématiques...... . 


509. Moricu ETORT. Les Conceptions actuelles du 
(Cinétique chimique). Premiére partie : 


504. 

505. G. et Ep. Guitiaums. L’ Economique rationnelle. Son domain 
dique @...... 

507. 

508. G 


Mécanisme des réactions chimiques 
Généralités. Processus élémentaires.. . ., 15 fr 
510.:Morice Letorr. Les Coneeptions actuelles du Mécanisme des réactions chimiques 7 

(Cinétique chimique). Deuxiéme partie : Analyse de la réaction globale. Conelu- ; 








LISTE COMPLETE A LA FIN DU VOLUME ‘ 


‘oe 














. A, TCHITCHIBABINE 

Membre de I’Avadémie dés Sciences 
de YU. RS. S. 

CHIMIE ORGANIQUE 
(Série hétéroeyelique) 


Georges TEISSIER 
_. ¢ Sous-directeur de la Station 
Biologique de Roscoff 
BIOMETRIE 
ET STATISTIQUE BIOLOGIQUE 


G. URBAIN th, 
Membre de I’Institut — PS esi 
Professeur a la Faculté des Sciences ds Paris 


THEORIES CHIMIQUES 


Pierre URBAIN 
Maitre de Conférences a !’ Institut 
d’Hydrologie et de Climatologie de Paris 


GEOCHIMIE 


Y. VERLAINE 
Professeur & l'Université de Liége 


PSYCHOLOGIE ANIMALE 


P. WEISS 
Membre de I’Institut _._ 
Directeu. de l'Institut de Physique 
_ de l'Université de Strasbourg 


MAGNETISME 


R. WURMSER* ‘ 
Directeur du Laboratoire de Bio hysique 
de l’Ecole des Hautes Etudes 1 


BIOPHYSIQUE 

















é ad 
, 


eee ee 


directe et instantanée (Ses appliz 


e des méthodes mécaniques)...... 40 fr. 
gements de la « Matiére Vivante » 
alement des rayons X et duradium., 42 fr, _ 
réditaires provoqués expérimentale- ny 
ehez les levures..............,... 


ee 


